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ПРО ДЕЯКІ ЧИСЛОВІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЕРЕСТАВНОСТІ
ШДГРУП СКІНЧЕННИХ ГРУП
Підгрупи і К групи називаються перестановними, якщо НК-КН. Підгрупа
Н групи називається переставною в С, якщо вона є переставною з будь-якою
підгрупою групи С. Отримано деякі нерівності для ймовірності того, що довільна
підгрупа групи є переставною в С.
Ключові слова: скінченна група, переставна підгрупа в , група дієдра.
Подгруппы Я и К группы С называются перестановочньми, если НК=КН.
Подгрунпа ИН группы С называется переставляемой в С, если она является
перестановочной с любой подгруппой группы С. Получены некоторые неравенства
для вероятности того, что произвольная подгруппа группы G является
переставляемойв С.
Ключевые слова: конечная группа, перестановочная подгруппа, группа диедра.
Subgroups H and K are permuteinG ifHK= KH. Subgroup H of G is permutable,if
it is permute with every subgroup of G. We obtain some inequalities for the probability that
any subgroup of G is регтитаріе.
Key words:finite group, permutable subgroup, dihedral group.
За останні роки спостерігається зростання інтересу до досліджень у
теорії скінченних груп, пов'язаних зі знаходженням ймовірності того чи іншого
факту. Одним" з найбільш важливих аспектів, які вивчені, це знаходження
ймовірності того, що два елементи скінченної групи є переставними в даній
групі С. Цю величину позначають ср(С), для неї є відомим наступне
твердження: якщо С неабелева скінченна група з кількістю класів спряжених
елементів К(С), то ер(СРК(СУ/СІ «5/8
Розширення цього результату можна знайти в 15;6; 7). У Ї2) показано,
що ср(С)-з0, як тільки індекс або довжина ряду комутантів підгрупиФіттінга
групи С прямує до нескінченості. |
У [3] показано, що для скінченноїнерозв'язноїгрупи ер(С) 2 11/30.
У багатьох роботах приводяться явні формули cp(G) для деяких
скінченних груп. Інше питання, яке досліджувалось за цією тематикою --
описати деякі класи скінченних груп, степінь комутативності яких, задовольняє
деяким нерівностям (рівностям).
Ще одне питання яке розглядалось є дослідження ймовірностітого, що
довільна пара елементів є породжуючою для групи. В (1| було доведено, що
ймовірність того, що довільна пара елементів з 5, породжує або групу 5, або А»
прямує до 1, коли п прямує до нескінченості. У кінці |1| автор висунувгіпотезу,
що подібний результат може бути вірним і для скінченних неабелевих простих
груп.
У [4] показано, що якщо С є скінченною нерозв'язною групою, то






Нехай С — сюнченна група, позначимо через. 1(С) репитку підгруп
групи С. Нагадаємо, що І.С) є повною обмеженою решіткою за віднощенням
до включення множин, має мінімальний елемент - тривіальну підгрупу 41» i
максимальний елемент - групу С, з бінарними операціями М, А, які
визначаються наступним чином:
Н^К=НПК, НУК =<Н, К>, для довільних Н, К € L(G).
Відмітимо, що підрешіткою ІС) є множина М(С), яка складається з
усіх нормальних підгруп групиС.
Для двох підгруп Н і К групи С їх добуток HK={hk | h € H,k € K} ue
завжди буде підгрупою групи С, іншими словами НК є І.С) тодіі тільки тоді,
коли НК - КН, тобто Н і К є переставними,У зв'язку з цим у |8| розглядалась
величина
sd(G) = Ки, Kye L(Gy |HK =KHоооНОЮ є ЩО) | НК є ЩО:
| хо р | то
У |8| її було названо степеню комутативності підгруп групи С. Таким чином
величину 84(С).можнарозглядатияк ймовірність того, що дві підгрупи групи С
є переставними, або іншими словами - ймовірність того, що добуток двох
підгруп групи С також буде підгрупою групиС.
З огляду на поняття степені комутативності підгруп групи С, природно
розглянути величину,яка характеризує ймовірність того, що підгрупа групи С є
переставною в С. Якщо позначитиїї через 5р(С), то будемо мати
КЕ е МС) | НК = КН,для довйльного К  [(©)}
SAG) = Зщо 
Для довільної скінченної групи с,знаходження зріб) є важкою задачею,
оскільки воно містить у собі знаходження кількості підгруп групи С (число
ІАС| є невідомим,за виключенням деякихчасткових випадків). :
Перше природне питання, яке виникає, полягає у зв'язку між цими
поняттями. Так для довільної скінченної групи С, позначимо через Рег(С)
кількість усіх переставних у С підгруп, тобто
Per(G) = {H e L(G)| HK= KH, VKe L(G}.
Тод! будемо мати:
Per(G)xL(G) ¢ {(H, K) ¢ L(GY | HK = KH}
|Per(G)| __ \Per(G)x LG) _ ки,К)є ІС)|НК з кн)
РО ої шо © о
 = sd(G)
Таким чином має місце наступне твердження:
Твердження1. Нехай С - скінченнагрупа,тоді 5р(С) 2 sd(G).
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Довільна нормальна підгрупа групи С є переставною в С, тому
М№О)сРекС),а отже, для довльно! скинченно! групи С має місце нерівність:
ІМС
ої< sp(G)-
Ураховуючи, нерівність роботи |8| маємо:
IMG)
Way
= sp(G) ТОДІЇ тільки тоді, коли L(G) = N(G), To6ro
< sp(G) < sd{G)-
Зазначимо, також, що Су
о
коли група С е дедекіндовою групою.
Інше питання, яке постає відразу - чи відрізняється введена величина
5р(С) від 54(С). У [8] було знайдено $9(5з3)=5/6, а 54(А4)216/25. Користуючись
системою комп"ютерної алгебри GAP знайдено значення 5Р(С) для вказаних
груп, та деяких інших. Виявляється, що вже для вказаних груп мають місце
строгі нерівності:
- sp($3)=1/2. < 5/6 = sd), sp(A4) = 3/10 < 16/25 = sd(Aq).
Результати для інших груп наведено нижче
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п 3 4 5 6 7
sd(A,) {1 16/25 861/3481 6977/83667 100238/3583449
-| sp{A,) 1 3/10 .. 2/59 2/501 1/1893
sd(S,) |:5/6 17/30 -1.67/312 -1| 6787/8468 1
sp(Sa)_| 1/2 [2/5 11/52 “1/485
n 3 4 15 6 7 8 19 110
sd(Don) 5/6 23/25 11/16 101/128 29/50 273/361 71/128 76/121
sp(Dr,) 1/2 3/5 3/8 7/16 310 17/19 1/4 7/22
nr FTC sit) spt)
212 12 2 1 1
312 18 10 23/25 3/5
4.12 164 225 36481/50625 3/25
213 112 16 101/128 7/16
313 1216 628 43702/116281 15/341
2 15 180 78 89/169 3/13




п_ Е ОТР)| КОТ) sd(UTAF) | 'sp(UTA(F)) |
2212 [2 1 ро
312 |8 10 23/25 3/5
4 |2 [64 225 36481/50625 3/25
23 |3 2 1111 I
3 [3 [27 19 253/361 7/19
215 15 2 1 І
3 15 125 39 257/507 3/13
27 [7 2 1 1
3 |7 343 67 1745/4489 11/67       





Твердження 2 показує, що знаходження зр(@) для скінченних
нільпотентних груп зводиться до скінченних р-груп:
Твердження 3. Нехай С - скінченна нільпотентна група, {G; | 1<i<k} —
множинасиловських підгруп групи ,тоді:
(6) = [[26.)-
ізі
Розглянемо центр групи —Се | xy=yx, ЧуєС), нехай /- <).
тоді групи С/7, та 7, - абелев1.
[Per(G)| . 1
[а о
 sp(G) = ——_({H < Z|HK = KH, VK < G\+\{H <G|Z <H,HK = KH,VK <G})=
го)+Н $612 < Н,НК = КН,УК <64-1)=Сбе+6261)
"рої
Таким чином,має місце нерівність:
щої
1
sp(G) =<(L(Z)| + sp(G/ Z)L(G/ Z)|-1)-
Аналогічно можна довести наступне твердження:
Твердження 4. Нехай С - скінченна група з верхнім центральним
panom: <1>=G9SZ=G/S...<Ge=G, ne Gi+/GiSZ(G/G)), TORI
so(G)2- (2) +ма,u/G,)~кі)
Цие
Розглянемо групу дедра О», =<х.у|х" =у? =Ьуху=х' >, ЮЛЬЮЮТЬ




де тп)і о(п)- кількість та сумавсіх дільників числа п відповідно.
Нехай п зо 2", тоді | КРр„)=т-1+2”. Обчислимо кількість
переставних підгруп для групи Р„.. Для випадку т-2 група дієдра Dy €
абелевою, і тому всі її дгрупи 1(Ра)={<1>, <>, <>, <ху>, Оз} будуть
переставними.
Нехай тепер т=3, тод1 центр групи 0% — Z(Ds)=<x’>. Розглянемо
фактор-групу Оз/<2>:
Оз/<?> = {1<х2>, х<х?>, у<х7>дух?>}.
Ця фактор-група є елементарною абелевою групою, до того ж 0%/<х2> = Га.
Розглянемо гомоморфізм #:0, >09, /<х? >, Ди) = и<х?>. Так як прообрази
переставних підгруп будуть переставними, то отримуємо, що у трупи дієдра
порядку 8 будуть переставними наступні підгрупи: («Т», «х», «ж», ча, уз,
, ху?, Дв), зазначимо, що інших переставних підгруп група О} не мае. Таким
чином, sp(D, j= 5.
10 : :
Аналогічно для групи ру маємо: рунатрай> = Ds,
splрда Таким чином у загальному випадку для т»2 матимемо:
Z(Dyp)=<x">> Dy / <x” зе В, Крім того, для т?3 зі збільшенням т на 1
кількість переставних підгруп також збільшується на 1 (на центр відповідної
групи). Таким чином маємісце наступнє твердження:




Наслідок. т sp(D_) =0-
Зазначимо, у [8] було доведено, шо tim 54(р,.)=0, таким чином
наслідок твердження 5 випливає також з нерівності твердження | та наслідку
3.1.4 18).
Розглянемо тепер узагальнену групу кватерніонів
зі 4 1 gmly 21-2 .
Qua =< x.y] X ху «Руху зх >, так як Z(Q,m) =< X > 1
0, fax” >= 2,„.› TO кількість підгруп цієї групи можна обчислити за
формулою
НОЕННаєт2,





У групі Ов всі підгрупи є переставними в Оз, тобто зр(Оз1.
Враховуючи ізоморфізм Qin «хі >= Dons і кількість переставних підгруп у
групі Бж-: МА МО наступне твердження:
—
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